
� � � � � 变换及在层析术中的应用

—
根据�
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孙
� �� “教授讲学记录整理

� � � � �变换是某些光学现象的理论基础
,

是奥地利数学家 �
·

� � � � � 于 � � � � 年提出的
,

但是直到近十几年 �
“� “ ”变换才得到实际应用

。
� “ � “乒变换是医学层析 术的理论 基 础

,

当

然作为一种数学工具
,
� � � � � 变换并不仅限于层析术

,

它可以用于 多种领域里
。

� � � � �变换

� � � � � 变换用一个易懂的词来讲就是投影
。

比如
,

有一个平面物体
,

我们可以用一个二

维分布函数来表示
。

当然 也可以把这个二维物体沿某一方向做线积分而化为一维问题
,

即把

二维问题化为一维的投影
。

这样就减少了一个维度
,

同样对于三维问题
,

我们可以把它分为

一系列的截面
,

然后对每一个截面做一维投影
,

这样
,

三维问题也可以划为一维问题
。

� � � � � 变换理解为投影
,

而 �
� � � � 逆变换就可理解为从投影恢复原物

。

� ��
� �
变 换的

实际操作就是用� 射线通过物体
,

这就是层析术中所用的方法
。

所以
,

我们先来研究一下� 射

线通过物体的衰减规律
。

假定有一束� 射线射人具有一定衰减性质的物质薄层上
,

通过薄层
�

后
,

有 一 部 分 散射

掉
,

有一部分被薄层吸收
,

剩下的被接 收 器 接 收 �图

� �
。

我们把这个由强变弱的现象叫作衰减
。

设 � 射线直

接射到接收器上时的强度为 工
,

通过吸收介质后总的吸

收为� �
,

则
�
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其中对为吸收系数
。

当 “为常数时
,
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这就是 �
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定律

。

如果 拼是空间位置的 函 数 的 话
,

那 二
, � ‘协

、

二
,

二‘二, 二 二二
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图 � � 射线通过物质薄层的衰减作用
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这个方程就和 � � � � � 变换发生了联系
,

因为这里也包含函数沿某条线的积分
。

普通� 射线

透视就符合这个公式
,

这个方法从上世纪末就开始使用了
。

下面
,

让我们来看看这个方法存在什么问题
。

一个严重的问题是
,

由于病变 �如瘤子 �

和正常组织的吸收系数相差很小
,

所以
,
得到的� 射线照片的反差太小

。

假定正常组织的吸

收系数为 拼。 �图 � �
,

厚度为 �
,

瘤子的吸收系数为 拼 二 拼 。 � 刁 拼 ,

几何直径 为�
,

那么
,

� 射线通过正常组织和通过有病变的组织后所对应的强度分别为
�
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� �的反差
,

人眼就无法分辨了
,

所以用普通� 光

照相就无法发现瘤子
。

图 � 推导 � 射线照片反差的示意图

即使反差问题解决了
,

还存在着另一个问题
。

假定在某一个层上有字母 � 和周围的衰减

系数不同
,

这样
,

在象面上就产生了才的象
、

�图 � �
。

如果� 光通过多层平面物体
,

则象面上
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图 � 多层平面物体对� 射线成象的影响 图 � 加华代的层析术

同时把不同物面上的信息全部记录下来
,

因而就分不清不同面上的信息
。

这个问题已存在很

久了
。

下面
,

我们介绍一下人们是怎样逐步解决它的
。

图 �� � 所示的是�� 年代发明的一种

层析技术
,

叫做线性运动层析
。

工作时光源向右移动
,

胶片向左移动
,

� 点保持不动
,

通过

� 点的线为焦心线
。

运动时
,

只有焦心线上的点能成清晰的象
,

其他位置上 点 的 象 由于运

动而变模糊了
,

用这种方法可以确定瘤子的位置
。

但是
,

它也存在一个问题
,

即不在焦心线

上的象并没有除掉
,

这样
,

反差较小的部分还

要被淹没在背景中
,

这个问题直到�� 年代初计

算层析出现后才得到解决
。

下面我们介绍计算

层析的数学原理
。

首先
,

我们给投影下一个定义
�

假定一平

面物体的吸收系数为 拜 � � �
,

用强度为 �� 的平
、

, �
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。
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行光照射这个物体
,
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所示

,

取对数并反号则变为图 � � �

� 的形状
,

我们就把这条曲线定义为物体在功

角下的一维投影
�

� ,
� �
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图 � 二维函数的一维投影示意图
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由于 了 � 了
。� 一 , “ “ ,

所以 又, 。尸 � � 了。��

即
,

投影就是 拼沿 �的积分
。

对于每一个确定的甲角
,

可以得到一条曲线
,

我们的目的就是

如何从一组曲线来求原物 拼 � � �
。

下面
,

我们再详细地说明一下它们的几何关系 �图 � �
。

设

有二维物体
,

固定在 二 一� 平面内
,

其分布为 � � � �
。

我们还可以用转动坐标 尸一犷表示

它
。

因此
,

物体沿犷方向的投影可表示为
�

澎
‘, ���

�

介币
“, , �

加动
�, 一
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�
� �
表示二维�

� � � � 变换
。

于是
,

计算层析的 目 的
,

就 在 于 用 二 维置的
� � � � � 逆变换反推出原来的物函数 � �

� �
。

下

面
,

我们推导一些数学关系
。
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� 拼
,

�� 尹 , 夕, �
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,

��
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。

它的付氏变换为
�

万七

� �� � � � �雪
, 行�

� �“拼 �
�
��

�

丁
少

·。 �补

图 移 计算投影示意图

一 � 品 ‘ 尸
· 甲

� � 井 ‘� 蛋, � 刀 户�

� � 声 �戈
, �� �

月

�砚」

��

�

�

�

丁
�一
丁
� , ’“

一 �
“ �咨 , , , � 甲 , 犷 ,

�� , , � , � �

� 口� 一 祖口

其中�
�

表示二维付氏变换,

尸 � �省
,

� � �劣
,

� �

假定固定 甲角
,

则 久
�

�尸�

姓 , �下 � 二 �
,

�入
, �尸��
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�
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� �� , , 夕, �
,

是一维函数
,

其付氏变换为
�

� � 表示转动坐标 �

二
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“�入诱‘, , 一
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在转动坐标系里
,
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所以
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就是说
, 入,

的一维付氏变换和拜 �二 � 的二维付氏变换后令 刀 产 , 。的结果 相 同
。

这样
,

一

就

引出了一个非常有用的定理—中心切片 定 理 �� � �� �� 卜�� �
�。一�五� �� �� 或 投影切 片定理

�� � � �� � ��� �
一 � ��� �
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。

这个定理告诉我们
,

如果久,是 � � �  在 , 角下的一维投影
,

那么
,

机 (P) 的付氏变换就等于 f (
犷
) 的二维付氏变换在占

’

上的值
,

即在和 雪成功角上

的直线上的值
,

可用算符表示如下
:

入, 二 尸
:
{f (

r
)}

尸 ,
{ 入

,
( P ) }

=
F

:

{ f (
犷
) }

所以

Fl {R 好
= F :

、

一
即对二维R

ad on变换进行一维付氏变换‘就等于二维付氏变换
。

每确定一个 甲角
,

对应一个

入,
( 尸)

,

对它进行一维付 氏变换
,

就等 于 了针) 的二维付氏变换在一条线 上 的值
。 _

这

样
,

改变 投熟方 向就对 应f (r ) 频谱面上不同方向的值
。

如果投影方向连续变化一周
,

就全部确斌了f 函 的频谱
。

然后
,

对 了函 的谱进行逆变换
,

缈
定

,

了
j( 乃

。
,

那么
, 一

怎祥用各个不同角度下的、
,

( 尸) 值综合出我们需要的; (补 呢? 我们 可 用

“
返回投影

”
的方法解决这个问题

。

所谓
“
返回投影

”
就是把得到的二维函数沿和 尸垂直的

方向平移
,

这祥就变成了二维函数
。

为了形象说明这个问题
,

我们假定物是由两 个 小块组
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图 7物的不同方向投影 图 8返回投影示意图
,

成
,

它的各方向投影如图 7 所示
,

如果把各方向的投影沿原来的投影方向平移 (图 8 )
,

就组

成了所谓的
“
合象

” 。

显然合象并不是原物的理想象
。

下面
,

我们推导一下
“
合象

”
和原物之

间的关系
。

设在 甲角下的返回投影为
:

夕石 (x , , 夕 ,

)
= 入

,

( P ) !
二 , =

P

外 (x
/,

犷) 是一个一维函数
,

为方便计我们把它看成是在犷 = 0 条 件下的二 维 函

数
。

把不同 中角下的返回投影叠加起来
,

就成了
“
合象

”
b (

r
)
:
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如果 甲是连续变化的话
,
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刊
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为了说明上式的意义
,

我 们 令 尹 (
r
) 是一个 d 函数

召(
r
)

则
:

入
,

( P )

其返回投影为
:

= 户 占
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r
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)

二
J 尹

犷
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r
) d ( 尸 一 r ·

n
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= 占(尸)
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O

由于 6 〔f (“)〕
二 占(劣 一 戈 。
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l d劣 l
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其中f (二
。
)

=
o

,

f

/
(

x
。

) 笋 0

经过运算可得
:

,

一
、

1

0
’
气 r ) =

—
7若T

对于一般的物分布
,

经过投影
,

返回投影
,

其上每一点都对应一个

景
一的分布

,

所以
,

整

个返回投影就相当于物和
1
兀 r

帝 诊
一

的卷积
:

b( r ) = 拼( r )
一

L

一

(

. 。

表示二维卷积)

对b(
犷
) 和 拼 (

:
) 分别进行付氏变换得

:

B (P ) = F
:
{b (
r )}

M ( P ) 二
F
:
{
拼(

r
) }

又
:

1 。
。

1

、

下
= 厂 2 飞了少

2一 ,

所以 B (尸 ) =
M (尸)

1

八荃尸

M (尸) 二 兀 尸B

对M (尸) 进行付氏逆变换
,

( 尸)

就得到了原物分布 拼
_
(
犷
):

拼 ( r ) 二
尸、

1

{

汀尸B (熟
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下面
,

我们来研究一下 二尸这个滤波函数
。

这样滤波
,

我们在 , 尸
_
L 乘以一个变迹函 数」

犷是一个线性函数
,

所以
,

物理 上无法实现

(尸) 使实际的滤波函数为图 ( 9 ) 所示的形

粼澎

一 、 、、‘

图 9 实际的滤波函数 图10 h( r) 的形状

状
。

A ( p ) 的设计取决于实际的需要
,

比如
,

按如何降低噪声
,

如何包含足够的分辨率等

等来设计
。

如果A (尸) 下降很快
,

则噪声较低
,

但分辨率也较差 , 反过来
,

分辨率高了
,

但噪声也大了
。

月 (尸) 是频域的函数
,

其空间坐标函数h (
r )

中心对称的
,

所以整个图形呈图 (11) 所示的形状
。

现在
,

可以把上面所讲的内容总结一下
:

设物分布为 拼 (
犷
)

,

这是我们所要求的量
,

为此
,

形状如图 <10) 所示
,

由于滤波函数是

首先作投影或 R adon变换
,

得到一维

投和或尺似森几变珍

⋯甲拼莱漏匆(P)

通 田 悠
.
熟

二

」
扣南

一入尹矛和

人往比口陀

注吏决

时整全了肉求乖
,

洛
合。币

二堆满城 月‘尸~ P

原 物 尹南

图n 中心对称时H (P )和h (r )的形状

函数入
,

( 尸)
,

然后把入
,

( 尸) 返回投影得g
,

象b(
r )

,

这是一个二维函数
,

再 对 b (
r )

( 犷 )
,

把各角度下的g
,

(

犷
) 叠加 起 来得

“
合

在频率空间用 H (尸) 滤波
,

就得到 了 物 分 布

拼 ( 犷 )
,

其中返回投影以后的部分称为 R
adon 逆变换

,

整个过程可用方块 图 表 示 如 上
:

由于返回投影求合象
,

滤波是线性的
,

我们即可以按
:
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取对数一返回投影‘求合‘滤波 (二维) 的顺序来进行
,

也可以按
:

取对数、滤波 ( 1 维) ”返回投影‘求合的顺序进行
。

这两种方式的滤波方式不同, 第

二种情况
,

一

取对数后是一维函数
。

所以是一维滤波
,

返之
,

第一种情况是二维滤波
。

二
、

用于层析术的非相干光学处理机

下面要讲的是
,

对于上述的整个运算
,

怎样用一个光学装置来实现
。

图 (12) 是记录物

的一维投影的示意图
,

点X 射线源发出的X 射线
,

经过两个金属平板准直后 射 向物 体
,

然

后投射到感光屏上
,

为简单起见
,

设X 射线为平行的射线束
,

投射到屏上成一条直线
,

物为

立在圆盘上的三个柱
,

其中B
、

C 在同一直径上
,

A
,

B 两点到中心的距离相等
,

但有一个

义纷线健

“

必
图12 记录物的一维投影的装置 图13 物和它的正弦图

夹角沪 (图13)
。

盘子可绕中心转动
,

记录时
,

盘子绕轴匀速转动
,

屏匀速向上平移
,

这样
,

在屏上就记录了三条正弦曲线
,

其中A
,

B 形成的正弦曲线振幅乙相同
,

但履位 相 不同
,

B

、

C 的正弦曲线位 相一样
,

但振幅不同
,

如果物是由很多点构成的
,

则每一点都对应一条正弦

曲线
,

所以整个图形就叫正弦图 (s in og
ra m )

。

形成正弦图的过程就是 R adon 变换
。

下面要做的工作就是如何用这个正弦图得到物的分布 拼 (
犷
)

,

也就是如何做 解码 的工

作
。

通常的解码工作都是用计算机来完成的
·

但是
,

近年来
,

我们光学中心研制出光学装置

来完成解码工作
。

其中有一种解码装置叫作环形处理机图 (14)
,

这是一种非相千光处理机
。

非相千光源经过毛玻璃成为面光源
。

正弦图处理后贴在毛玻璃上
,

经过透镜成象
。

象面上放

光光盒盒

回回回

习习八了、八介介

呈禾 蓄

图14 环形处理机 图15 用于解码的环形带
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一个特制的环形带
,

其形状如图 (15) 所示
。

曲线部分透明
,

形状为正弦形
,

周期与正弦图

上的周期相同
,

但振幅从零逐渐增加
,

整个长度有 1一 2百个周期
。

当把环形带放到象面上

时
,

只有通过环形带的光才能达到光电倍增管上
。

对于其中的一小段
,

可以认为是振幅不变的
。

图 (16) 表示正弦图在环形带上所成的象
。

当环形带移动时
,

某一时刻正弦图上总能有一条

曲线恰好和环形带上的曲线重傲 而其他曲线只能有一小部分透过环形带
,

这样光电倍管上

就能记录下一系列强度不同的信息
,

通过显示器显示出来
。

由于振幅是从零开始增加的
,

所

以显示器上实际上是一组螺旋线
,

其亮暗由光电雄增管上辕出信号控制
。

这样
,

就完成了返

回投影和求合象的过程
。

但是
,

有一点需要说明
,
上面所述的过程没有包括滤波

,

所以比较

模糊
。

资资资

等
,,

⋯⋯煞煞煞

正猫田
月

鑫铁
、

教理

正孩增 土 从
图16 正弦曲线在环形带上的象 图17 实际的滤波函数

我们知道
,

滤波函数在空间域里包括有正负值
。

用非相午光滤波
,

其滤波函数只能是正

值
。

要解决这个问题
,

我们把滤波函数化为两部分
,

其形状如图 (17) 所示
。

采用双通道系

统
,

每个通道对应一个滤波器
,

然后把输出信号用电子学方法相减
,

就得到需要的结果了
。

但是
,

实现这个过程也是很困难的
,

我们是借助于光学传函综合的方法来解决这个问题的
。

三
、

光学传函综合

光学传递函数是光瞳函数的规化自相关
:

O T F (尸) H f
n c (尸 )

H f
n c ( 0 )

(瓦
+
舒
)广‘P0 一

音两

丁
d:, 。 , p 硫 , ,

“
.

Pn甘矛
么d

.

!

J

就是说
,

如果知道了瞳函数
,

就能计算出光学传函
,

所谓光学传函综合
,

就是已 知 光 学 传

函
,

求产生这种传函的瞳函数
,

根据上节的滤波要求
,

我们要得到的传 函形 如 图 (18) 所

示
,

就是说零频时输出也是零
。

输出随频率线性增加
,

这实际上是不可能的
,

我们用二个可

实现的传函的差来得到
。

假定瞳函数是一个 R
o
nc hi 光栅 (图19 A )

,

它的自相关形如 图(19 B )所示
。

如 果 去 掉

R 。n c h i栅
,

则光幢的传递函数形如图 (19C) 所示
,

它的截止频率较高
,

如果把这两个传函相
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图18 综合传函 图19
.
用R

oo ch三栅综合传函的原理图

减
,

就得到如图 (19 D ) 所示的传函
。

由于环形带的透 明曲线有一定的宽度
,

也对应 一定的

传函或点扩散函数
,

其形状也是中间为零
,

两边线性增加
。

综合过程可通过图 (20) 所示的圆盘来实现
,

这个圆盘分为四个等分
,

其中 两 部 分 透

明
,

两部分刻有等间距的圆环
,

它 相 当 于R
o
nc hi 栅

。

当圆盘绕 中心转动时
,

透明 部 分和

计教名

间
, 口

R O月e石菠姗

沙恤
丸咬

光盒
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一
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L 一广一丫梦

。。

}饥
。 ’

咧瓶‘“l ‘二-J
_ 一

_
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:! 门

、,

, 甲

标准掩戒

图2。 用来实现传函综合的圆盘 图21 非相干光学处理机

R o n chi 栅相间地通过光瞳
,

图 (2 1) 为整机示意图
。

为了保证整个系统同步
,

在圆盘的边缘

做了四个对称的黑带
,

用来产生参考信号
,

后面的电子学系统是一个锁相装置
,

它和 R o nc hi

栅出现的频率同步
。

用这个装置 就 能完成了返回投影
,

滤波和求合象的过程
。

周万治
、

唐祝洲 整理


